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Problemstellung und Motivation

Die [;-Minimierung ist ein noch recht junges Teilgebiet der Nichtlinearen Optimierung, das Probleme der Form

(1) min - gzl + f(2)

fiir eine konvexe und in der Regel stetig differenzierbare Funktion f : R” — R und g > 0 betrachtet. Neue Ergebnisse in der Signalverarbeitung motivieren solche nichtglatten
Probleme und beruhen auf der Erkenntnis, dass die charakterisierenden und markanten Informationen eines Signals oder Bildes im Vergleich zum gesamten Signal oder Bild eine
sehr diinn besetzte Darstellung besitzen. Ist der Vektor z € R" ein diinn besetztes Signal, so kann es aus einer verhaltnismaBig geringen Anzahl an Messungen b = AZ unter einer

geeigneten Wahl von A € R™*", m < n, mit Hilfe des [;-Optimierungsproblems

min ||,

zER™

udN. Ax =b

rekonstruiert werden. Dieses Minimierungsproblem kann leicht in die Form (1) gebracht werden. Wir stellen nun fiir die obige, allgemeine Klasse von Problemen ein neues, schnell
lokal konvergentes Verfahren vor, das auf einem semiglatten Newton-Verfahren basiert und das mit Hilfe eines abstrakten Filter-Konzeptes globalisiert wird.

Optimalitatsbedingungen

Fixpunkt-Gleichung. Sei X* die Menge der optimalen Lésungen von (1) und 7 > 0
beliebig, dann gilt

(2) re X e x=sgn(r—79(r)) ©max{|lr —1g(z)| —T,0}.
Die Fixpunkt-Gleichung (2) kann als Verkniipfung der beiden Abbildungen
o () = I() = gl
o Su() = sgn(-) © max {|- | —7u,0}

geschrieben werden, wobei ¢ = V f den Gradienten von f und ,,®" ein komponenten-
weises Vektorprodukt bezeichnet. S;,, wird wegen seiner einschrumpfenden Eigenschaft
auch Shrinkage-Operator genannt. Aus der Optimalitatsbedingung (2) ergibt sich
folgende Fixpunktiteration

2" =8, 0 h(z") mit T > 0.

Letztere Vorschrift wurde intensiv in [2] untersucht und kann zu einem global kon-
vergenten Abstiegsverfahren mit "1 = ¥ 4 5.d" erweitert werden. Hierbei stellt
d* = &, o h(z*) — x* eine Abstiegsrichtung und o}, eine geeignete Schrittweite dar.

Nullstellen-Gleichung. Die Optimalititsbedingung (2) ist dquivalent zu
(3) re X & F.(r)=0,
wobei F,(z) := g(x) — P, (9(x) — £) gilt.

Ein mehrdimensionales Filter-Konzept
Fiir eine (nichtglatte) Funktion F': R" — R™ betrachten wir das Nullstellenproblem

(4) F(z) =0
und wollen wie folgt einen Filtereintrag konstruieren (vergleiche [1]):

o Zerlege (4) in p moglicherweise iiberlappende Gleichungen (Fj (z)) fiir j €
{1,...,p} mit {1,2,....m} = U§:1 I;.

e Definiere 6 : R" — R’ durch 0;(x) := || Fy,(2)|, fiir alle j € {1, ..., p}.

e Beispiele: p=1, 0 = ||F|| oder p=m, 0 = (||, ..., |Fn])".

Ein Filter F ist nun eine spezielle Speicherstruktur, d.h. eine Liste aus endlich vielen
Vektoren F := {0%, 0%, ...,0%} mit 0% € R%.

Filter-Zuldssigkeit. Ein Vektor ¥ € R”. heiBt zuldssig fiir den Filter F, falls

max Or; —v; > vyr- ||V firalle0r € F
1<j<p

gilt, wobei vr eine Konstante aus dem Intervall (0, 1) ist.

Abbildung 1: Beispiel eines dreidimensionalen Filters im Grenzfall vz = 0. Alle Vektoren, die hinter
der farbigen Grenzwand (also naher an der Null) liegen, sind zulassig fiir den Filter.

Die Idee des Filterverfahrens besteht also darin, die m verschiedenen Komponenten
F; unabhangig voneinander bzw. in den einzelnen Gruppen I; gegen Null zu schicken.
Durch die Zulassigkeitsbedingung wird nur dann ein Vektor in den Filter aufgenommen,
wenn er in mindestens einer (unterschiedlichen) Komponente besser als die vorange-
gangen Eintrage ist. Wir nahern uns also ,, gruppenweise” der Null. Dieses abstrakte
Filter-Konzept kann zur Globalisierung von Algorithmen genutzt werden.

Semiglattes Newton-Verfahren

Wir betrachten wieder das Problem (4) und bezeichnen mit Dy, die Menge der Punk-
te, an denen F' differenzierbar ist. Ist die Funktion F' lokal Lipschitz-stetig, so folgt
aus dem Satz von Rademacher, dass I’ fast iiberall differenzierbar ist.

Verallgemeinerte Differentiale. Sei F' : R" — R™ Lipschitz-stetig in einer Umge-
bung von x. Die Menge

OpF(z) := {M € R™" : 3 (z") € Dp mit 2" — z, F'(z") — M}

heiBt Bouligand-Subdifferential oder B-Subdifferential von F' in x. Das Clarke-
Subdifferential von F' in x ist die konvexe Hiille OF (x) := co(OpF(x)).

Semiglattheit. Sei F' : R" — R™ Lipschitz-stetig in einer Umgebung von x. Dann
heiBt F' semiglatt in x, wenn F'(x, h) fiir alle h € R" existiert und
sup ||F(z +h) — F(x) = Mh|| = of[[A]]).
MeOF (z+h)

Das semiglatte Newton-Verfahren basiert auf den letzten Definitionen und berechnet
ausgehend von z* eine neue Iterierte 2% = 2% + sF mit M;s* = —F(2*). Da wir
die Funktion F' nicht als glatt voraussetzen wollen, greifen wir auf die Subdifferentiale
M, € OF(x%) zuriick. Stellt z* nun eine Nullstelle von F dar, ist F' semiglatt in x*
und sind alle Matrizen M € OF(x*) nichtsingulir, dann konvergiert die Folge (z")
g-superlinear gegen xz*, falls der Startpunkt 2° nahe an z* liegt (siehe [4]). Da die
Funktion F als stiickweise stetig differenzierbare Funktion semiglatt ist, konnen wir
das semiglatte Newton-Verfahren zur Losung von (3) verwenden. Mit Hilfe des Filter-
Konzeptes ergibt sich folgende, globalisierte Variante des Newton-Verfahrens.

Semiglattes Newton-Verfahren mit mehrdim. Filter-Globalisierung.
0. Initialisierung: Wahle 2 € R", 7 >0, vz € (0,1),F =0 und k =0

1. Berechne eine Newton-Richtung M (z*)s* = —F,(2*) (falls nicht mdglich, lasse
Schritt 3 aus)

2. Falls F,(z*) =0, STOP

3. Setze 2! = 2% + s* und iiberpriife, ob |F,(z**1)| fiir den Filter zul3ssig ist.
Falls | F(x*1)| zulissig ist, aktualisiere F, erhdhe k und gehe zu Schritt 1

4. Berechne zFt1 = 2% + 5,.d" tiber das globalisierte Fixpunktverfahren, erhohe &
und gehe zu Schritt 1

Sei (%) vom obigen Algorithmus erzeugt, dann erhalten wir (vergleiche [3]):

Globale Konvergenz |. Ist x* ein Hiufungspunkt der Folge (z*) und existiert eine
Teilfolge (x*) i die gegen x* konvergiert und unendlich viele Newton-Schritte ver-
wendet, dann ist x* ein globales Minimum.

Globale Konvergenz Il. Die Losungsmenge X* sei nichtleer, kompakt und 2 O X*
sei hinreichend groB. Fiir die konvexe Funktion f gelte f € C?(Q) und die Hessematrix
H von f sei auf Q) beschrinkt, dann gilt fiir einen beliebigen Startpunkt:

e Die Folge (x*) ist beschrankt.
e Jeder Hiufungspunkt von (z*) ist ein globales Minimum.

Schnelle lokale Konvergenz. Zusitzlich zu den Annahmen im letzten Satz sei die
quadratische Untermatrix H 4_4 (x*) fiir jeden Haufungspunkt z* € X* der Folge (z")
und fiir A, := {i : |g;(z*)| = u} positiv definit, dann gilt:

e Die Folge (z*) konvergiert gegen ein eindeutiges Minimum der Zielfunktion.

e Das Verfahren geht in das semiglatte Newton-Verfahren liber.
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