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Abstract

Die diskrete Differentialgeometrie ist ein Teilgebiet der Mathematik das an der Grenze zwischen diskreter Geometrie und klassischer Differentialgeometrie, der Theorie mehrdimension-
aler gekriimmter Flachen, anzusiedeln ist. Den kontinuierlichen Flachen der Differentialgeometrie werden dabei diskrete Gitternetze gegeniibergestellt. Es zeigt sich, dass bestimmte
Klassen solcher Flachen mit gewissen Eigenschaften mit Klassen diskreter Netze zu identifizieren sind, die entsprechende elementargeometrische Bedingungen erfiillen. Erstgenannte
konnen dabei durch passend gewahlte Folgen der diskreten Analoga mit feiner werdender Gitterweite approximiert werden, wodurch sich deren klassifizierende Eigenschaften als
direkte Konsequenz der diskreten Geometrie der Gitternetze im Grenziibergang ergeben. Dieses Vorgehen fihrt nicht nur zu einem besseren Verstandnis des eigentlichen Ursprungs
vieler Theoreme der klassischen Differentialgeometrie, sondern hat dariiber hinaus auch noch grundlegende Anwendungen insbesondere in der Theorie integrabler dynamischer

Systeme.

Inhalt der Arbeit ist die Betrachtung der Klasse der planaren orthogonalen Koordinatensysteme mit separierten Variablen (Definition s.u.) und zweier dazugehoriger
Diskretisierungsansatze im oben genannten Sinne. Neben der Standarddiskretisierung orthogonaler Netze durch Kreisnetze, die auf die vorliegende speziellere Klasse angewandt sowie
algorithmisch und numerisch umgesetzt wird, ist das ein sich daraus kanonisch ergebender Ansatz, der zwar, wie sich herausstellt, eine mathematisch ansprechende Beschreibung
zulasst, allerdings nicht in allen Fallen eine befriedigende Approximation zulasst.

Kontinuierliche SV-Systeme

Orthogonale Diskretisierung von SV-Systemen

Konjugierte Netze sind Abbildungen f : R™ — R", die durch die Forderung Kontinuierliche orthogonale Netze, insbesondere also auch SV-Systeme entstehen als
9.9 95 Grenzfall Gitterweite — 0 aus diskreten orthogonalen Netzen. Zu jedem kontinuier-

i0;f € span10;f,0;f} lichen orthogonalen Netz f : R™ — R" gibt es eine ein-Parameterfamilie von diskreten

charakterisiert werden. Solch eine Abbildung f heiBt orthogonales Netz, falls die Netzen f<: eZ™ — R", so dass fur jedes Kompaktum K C R™ und jeden Multiindex

Parameterlinien paarweise senkrecht aufeinander stehen

o ein ck , existiert, so dass mit K = K NeZ™ und 0;9 = 739 — g gilt
sup [|0(f° — f)(u)]| < cxac.

azfj—ajfa Z#]v ) } ueke .. . .
Der in der Arbeit verwendete Algorithmus zur expliziten Berechnung einer Approxima-
und dann im Falle m = n orthogonales Koordinatensystem, wenn sie zusatzlich tion f€ an ein gegebenes orthogonales Netz f macht Gebrauch von der linearisierten
ein (lokaler) Diffeomorphismus ist. Planare orthogonale Netze mit separierten Vari- Einbettung der Mdbiusgeometrie des R™ in den Minkowskiraum R”™%! und deren
ablen ("SV-Systeme") sind nun solche zweidimensionalen orthogonalen Koordinaten- Darstellung durch die zugehorige Cliffordalgebra Cf,.11. Bei dessen Beschreibung

systeme, die sich als

f(u,v) = (21(u) - 22(v), y1(u) - ya(v)),

mit geeigneten rellen Funktionen x1, 29,11, vo
planaren SV-Systeme werden durch folgendes Resultat vollstandig klassifiziert.

Satz. (Klassifikation von SV-Systemen) Sei f: 1 x J — R? ein SV-System
auf dem Produkt zweier Intervalle I, J. Setzt man 7(u,v) = (v,u), so gibt es zwei
Diffeomorphismen ¢, : [ — I, ¢, : J — J, so dass entweder

~

folgenden drei Formen annimmt:

(1) g(u,v) = (u,v) , i.e. g ist das kartesische Koordinatensystem,

f:fo(@U7¢v):INXJN_>R27

oder eine der Abbildungen fo T, T O f, T O fo 7 (jeweils abgekiirzt als g) eine der

: R — R schreiben lassen. Die ﬁﬁﬁﬁ,‘..‘lﬂ.}u
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wird insbesondere eine numerisch sehr effektive Moglichkeit zur Berechnung sogenan-
nter Pin-Rahmen orthogonaler Netze hergeleitet.

Diskretisierungen des Polarkoordinatensystems und des elliptischen Koordinatensystems fiir e = 7/18

(2) g(u,v) = < Z(s:?r?:j ) i.e. g ist das Polarkoordinatensystem, Diskrete SV-Systeme
cosu coshv L . L
(3) 9(u,v) = K sinusinho | Mt ener reellen Konstante x > 0, i.e. g ist ein Die Standarddiskretisierung fiir orthogonale Netze liefert zwar Gitternetze, die die

elliptisches Koordinatensystem.

kontinuierlichen SV-Systeme approximieren, allerdings ohne auf deren sehr spezielle
Eigenschaften einzugehen. Ein hier naher untersuchter naheliegender Ansatz ist der,

Kurz: Es gibt - bis auf Reparametrisierungen und Vertauschen der Parameter - genau diskrete Analoga der SV-Systeme unter den diskreten SV-Systemen zu suchen, d.h den

die drei oben genannten planaren SV-Systeme.

Polarkoordinatensystem (2)

orthogonalen Netzen f : eZ? — R?, die sich als f(u,v) = (z1(u)-x2(v), y1(u)-12(v))
schreiben lassen.
Fir die kartesischen und Polarkoordinaten ist die Diskretisierung trivial (Ein-
schrankungen auf €Z? sind bereits diskrete SV-Systeme). Andernfalls fiihren die
genannten Bedingungen auf Evolutionsgleichungen
@+ (-dEe-b ( g-¢ )
T, = Tj= = =z | 1+ = = )
E+1-d)sE—0 b+ (d—1)§§ — &
und biquadratische Gleichungen
(€ + &%) + & cd + €€ (ad + be + 2) + ab = 0,
wobei £ = y;/x; und a,b,c,d € R.

Satz. (Reelle Parametrisierung von symmetrischen Biquadratiken) Jede

Elliptisches Koordinatensystem (3)

reelle symmetrische Biquadratik

Diskrete orthogonale Netze

Da die Klasse der (kontinuierlichen) orthogonalen Netze invariant unter

CC+ Ry (C+ )+ 2097+ 0 =0,

mit |k| = |o| = 1, v > 0 besitzt stets eine Parametrisierung durch Jacobische ellip-
tische Funktionen. Diese hat die Form

Mobiustransformationen ist, ist es naheliegend, dass ein diskretes Analogon eben- (¢ E) = (C(u),C(u£1), ueR

falls diese Eigenschaft haben sollte. Eine entsprechende, und wie sich herausstellt

auch intrinsisch sinnvolle Definition ist dann Folgende: mit einer (evtl. Modulartransformierten) Jacobischen elliptischen Funktion ¢(u) und

Ein diskretes Netz

f=f:eZm™ —-R"

einer Konstante ¢ € R, die sich durch ein elliptisches Integral explizit angeben lasst.

Eine entsprechende Liste aller Parametrisierungen findet sich in der Arbeit. Damit

nennt man diskretes orthogonales Netz oder zirkulares Netz, wenn je vier Punkte konnen die Evolutionsgleichungen explizit integriert werden. Unter den Losungen
[i7if 7if,7iTjf eines elementaren Quadrats auf einem gemeinsamen Kreis liegen findet man keine diskreten Analoga des elliptische Koordinatensystems, so dass dieser

(dabei bezeichnet 7;f(u) = f(u + ce;)).

Ansatz ungeeignet zur Diskretisierung von SV-Systemen ist.






