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Zusammenfassung

Die bei Anwendung des iterativen proportionalen Anpassungsverfahrens errechnete Folge skalierter Matrizen wird untersucht. Für den Fall einer beliebigen zweizeiligen
oder zweispaltigen Gewichtungsmatrix wird eine maximale Anzahl von zwei auftretenden Häufungspunkten gezeigt. Für beliebige Gewichtungsmatrizen wird eine Hypothese
bezüglich des Auftretens von maximal zwei Häufungspunkten formuliert und es werden drei Beweisansätze präsentiert.

Biproportionales Anpassungsproblem

Definition (Biproportionales Anpassungsproblem). Sei A = ((aij)) eine k × `-
Matrix mit nichtnegativen Einträgen, deren Zeilen sowie Spalten jeweils min-
destens einen positiven Eintrag enthalten, und seien r = (r1, . . . , rk) sowie
s = (s1, . . . , s`) Vektoren mit positiven Einträgen. Dann nennen wir (A, r, s) eine
Instanz des biproportionalen Anpassungsproblems. A heißt die Gewich-
tungsmatrix, r und s die Zeilen- beziehungsweise Spaltenmarginalien.

Definition (Biproportionale Limes-Anpassung). Sei (A, r, s) eine Instanz des bi-
proportionalen Anpassungsproblems. Dann heißt eine k × `-Matrix B = ((bij))
eine biproportionale Limes-Anpassung, wenn Folgen echt positiver Zeilendi-
visoren xi(1), xi(2), . . . sowie Folgen echt positiver Spaltendivisoren yj(1), yj(2), . . .
existieren, sodass für sämtliche Einträge in B

bij = lim
t→∞

aij

xi(t)yj(t)

gilt und die Gleichungen bi+ = ri für sämtliche Zeilen i und die Gleichungen
b+j = sj für sämtliche Spalten j erfüllt werden.

Iteratives proportionales Anpassungsverfahren

In Ermangelung einer geschlossenen Formel kommt bei der Berechnung der bipropor-
tionalen Limes-Anpassung einer Instanz (A, r, s) des biproportionalen Anpassungspro-
blems üblicherweise das iterative proportionale Anpassungsverfahren zum Einsatz.

Hierbei wird ausgehend von der Gewichtungsmatrix A eine Folge skalierter Matrizen
A(1), A(2), A(3), . . . wie folgt errechnet:

• Schritt 1 errechnet für sämtliche Zeilen i sogenannte inkrementelle Zeilendivi-
soren ρi(0) = ai+/ri, um die Zeilensummen an die jeweiligen Zeilenmarginalien
anzupassen: aij(1) = aij/ρi(0).

• Schritt 2 errechnet für sämtliche Spalten j sogenannte inkrementelle Spaltendi-
visoren σj(1) = a+j(1)/sj, um die Spaltensummen an die jeweiligen Spaltenmar-
ginalien anzupassen: aij(2) = aij(1)/σj(1).

• Ungerade Schritte t + 1 errechnen für sämtliche Zeilen i inkrementelle Zeilen-
divisoren ρi(t) = ai+(t)/ri, um die Zeilensummen an die jeweiligen Zeilenmargi-
nalien anzupassen: aij(t+ 1) = aij(t)/ρi(t).

• Gerade Schritte t + 2 errechnen für sämtliche Spalten j inkrementelle Spal-
tendivisoren σj(t+ 1) = a+j(t+ 1)/sj, um die Spaltensummen an die jeweiligen
Spaltenmarginalien anzupassen: aij(t+ 2) = aij(t+ 1)/σj(t+ 1).

Neben den inkrementellen Divisoren werden für alle geraden Schritte t auch kumulative
Divisoren

xi(t) := xi(t− 1) := ρi(0) · ρi(2) · ρi(4) · · · · · ρi(t− 2) sowie

yj(t+ 1) := yj(t) := σj(1) · σj(3) · σj(5) · · · · · σj(t− 1)

für sämtliche Zeilen i und sämtliche Spalten j berechnet.

Wir sprechen von Konvergenz des iterativen proportionalen Anpassungsverfahrens,
sofern die Folge der skalierten Matrizen A(1), A(2), A(3), . . . konvergiert. Der Grenz-
wert B := limt→∞A(t) ist dann die biproprotionale Limes-Anpassung.

Aus der Beschreibung des Anpassungsverfahrens geht hervor, dass auch im nicht-
konvergenten Fall die Einträge der skalierten Matrizen A(t) in sämtlichen Schrit-
ten t ≥ 1 nach oben durch h := r+ = s+ beschränkt sind. Die Folge der skalierten
Matrizen verbleibt also stets in der kompakten Menge [0, h]k×` und verfügt somit über
Häufungspunkte, deren Struktur es zu analysieren gilt.

Struktur

Satz (Gewichtungsmatrizen der Dimension 2×`). Sei (A, r, s) eine Instanz des bi-
proportionalen Anpassungsproblems mit einer Gewichtungsmatrix der Dimension
2 × `. Bei Anwendung des iterativen proportionalen Anpassungsverfahrens kon-
vergiert die errechnete Folge der Zeilenanpassungen A(1), A(3), A(5), . . . genauso
wie die errechnete Folge der Spaltenanpassungen A(2), A(4), A(6), . . ..

Satz (Zerfall). Sei (A, r, s) eine beliebige Instanz des biproportionalen Anpas-
sungsproblems mit einem Häufungspunkt B. Dann existieren eine disjunkte Zer-
legung I1, I2, . . . , IK der Zeilenmenge {1, . . . , k} sowie eine disjunkte Zerlegung
J1, J2, . . . , JK der Spaltenmenge {1, . . . , `}, sodass A und B in der Form

A =


AI1J1

0 . . . 0
... . . . . . . ...
... . . . 0

AIKJ1
. . . . . . AIKJK


beziehungsweise

B =


BI1J1

0 . . . 0

0 . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . 0 BIKJK


dargestellt werden können, wobei sämtliche Blöcke AI1J1

, AI2J2
, . . . , AIKJK

und
BI1J1

, BI2J2
, . . . , BIKJK

jeweils zusammenhängend sind.

Ausblick

Hypothese (Häufungspunkte). Sei (A, r, s) eine beliebige Instanz des bipro-
portionalen Anpassungsproblems. Dann konvergiert bei Anwendung des itera-
tiven proportionalen Anpassungsverfahrens die Folge der Spaltenanpassungen
A(2), A(4), A(6), . . ..

Beweisansatz. Wir betrachten einen Häufungspunkt B = limn→∞A(tn) entlang ei-
ner geraden Schrittfolge (tn). Auf Grund der Stetigkeit des L1-Abstandes d zweier
Matrizen gilt die Grenzwertaussage

lim
n→∞

d(A(tn), B) = d(B,B) = 0.

Gelingt es nun, die Monotonieaussage

d(A(t), B) ≥ d(A(t+ 2), B)

für sämtliche geraden Schritte t zu zeigen, so folgt

lim
t=2,4,6,...

d(A(t), B) = 0

und somit schließlich
lim

t=2,4,6,...
A(t) = B.
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